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Exercice corrige methode du gradient Study
Guide

Exercice Corrige Methode Du Gradient

**Exercice Corrigé Méthode du Gradient : Comprendre et Appliquer Pas a Pas**

exercice corrige methode du gradient est un sujet incontournable pour tous
ceux qui

souhaitent maitriser les fondamentaux de I?optimisation numérique. Que vous soyez
étudiant en mathématiques appliquées, en informatique, ou simplement curieux d?en
savoir plus sur cette technique puissante, cet article vous guidera a travers un exemple
pratique et détaillé. Nous allons explorer ensemble la méthode du gradient, ses principes,
ses applications, ainsi qu?un exercice corrigé pour bien ancrer la théorie.

## Qu?est-ce que la Méthode du Gradient ?

La méthode du gradient est une technique d?optimisation itérative utilisée pour minimiser
(ou maximiser) une fonction. Elle est particulierement utile dans les domaines du machine
learning, de I?analyse de données, et de I?ingénierie. L?idée centrale est assez intuitive :
on cherche a avancer dans la direction ou la fonction décroit le plus rapidement, c?est-a-
dire la direction opposée au gradient.

Le gradient d?une fonction est un vecteur qui indique la pente de la fonction dans chaque
direction. En trouvant ce vecteur, on peut ajuster nos parametres pour converger vers un

minimum local ou global.
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## Pourquoi Apprendre avec un Exercice Corrigé Méthode du Gradient ?

Rien ne vaut la pratique pour comprendre une méthode mathématique. Un exercice
corrigé permet de visualiser concrétement comment les concepts abstraits se traduisent
en calculs, et comment chaque étape s?enchaine logiguement. En appliqguant la méthode
du gradient a un probleme simple, on développe une intuition qui sera utile pour des cas
plus complexes.

## Exemple d?Exercice Corrigé Méthode du Gradient

### Enoncé du probléme

Considérons la fonction suivante :

\[f(X,y) = (X-2)"2 + (y + 3)"2\]

L?objectif est de trouver le minimum de cette fonction a I?aide de la méthode du gradient,
en partant du point initial \( (x_0, y_0) = (0, 0) ) et avec un pas d?apprentissage \( \alpha
=0.1\).

### Etape 1 : Calcul du gradient

Le gradient \(\nabla f\) est le vecteur des dérivées partielles par rapport a \(x\) et \(y\) :

\[

\nabla f(x, y) = \left( \frac{\partial f{\partial x}, \frac{\partial f}{\partial y} \right)

\

Calculons chacune :

\[

\frac{\partial f{\partial x} = 2(x - 2)
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\

\[

\frac{\partial f{\partial y} = 2(y + 3)

\

### Etape 2 : Calcul des itérations

On applique la mise a jour des variables selon la formule :
\[

(x_{n+1}, y {n+1}) = (x_n, y_n) - \alpha \nabla f(x_n, y_n)
\

Au départ, \(x_0=0\),\(y_0=0)).

Calcul du gradienten \( (0, 0) \) :

\[

\nabla f(0,0) = (2(0-2), 2(0+3)) = (-4, 6)

\

Mise a jour :

\[

X 1=0-0.1\times(-4)=0+0.4=0.4

\

\[

y 1=0-0.1\times6=0-0.6=-0.6
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### Etape 3 : Itération suivante

On répete le processus :

Gradienten \( (0.4, -0.6) \) :

\[

\nabla f(0.4, -0.6) = (2(0.4-2), 2(-0.6+3)) = (2 \times -1.6, 2 \times 2.4) = (-3.2, 4.8)
\

Mise a jour :

\[

X_2=0.4-0.1\times (-3.2) = 0.4 + 0.32 = 0.72

\

\[

y 2=-0.6-0.1\times 4.8=-0.6-0.48=-1.08

\

### Etape 4 : Poursuite de |?optimisation

En continuant ces étapes, on observe que le couple \((x_n, y_n)\) se rapproche
progressivement du point \((2, -3)\), qui est le minimum de la fonction.

## Conseils pour Maitriser la Méthode du Gradient

### Choisir le bon pas d?apprentissage

Le paramétre \(\alpha\), appelé pas d?apprentissage, est crucial. S?il est trop grand, la

méthode peut diverger ou osciller sans jamais converger. S?il est trop petit, la
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convergence sera lente, et le calcul prendra beaucoup de temps. L?idéal est de tester
plusieurs valeurs et de choisir celle qui o?re la meilleure progression.

### Comprendre la di?érence entre minimum local et global

La méthode du gradient descend vers un minimum local. Pour des fonctions non
convexes, il est possible que le minimum trouvé ne soit pas le meilleur global. Il faut donc
étre vigilant et éventuellement combiner cette méthode avec d?autres techniques ou
initialisations aléatoires pour améliorer les résultats.

### Utiliser la méthode du gradient dans le contexte du machine learning

Dans des algorithmes comme la régression linéaire ou les réseaux de neurones, la
méthode du gradient est utilisée pour ajuster les parametres en minimisant une fonction
de codt. Savoir bien ?appliquer et comprendre ses limites est un atout majeur pour tout
data scientist.

## Variantes et Extensions de la Méthode du Gradient

### Gradient a pas ?xe vs. pas adaptatif

Au lieu d?un pas ?xe, il est possible d?adopter un pas adaptatif, qui varie en fonction de la
progression. Cela peut aider a accélérer la convergence et a éviter les oscillations.

### Méthodes de gradient stochastique

En machine learning, on utilise souvent la descente de gradient stochastique (SGD), qui
calcule le gradient sur un échantillon aléatoire des données. Cela rend le calcul plus

rapide et parfois plus e?cace pour des grands ensembles de données.
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### Méthode du gradient conjugué et autres améliorations

Pour des problémes plus complexes, la méthode du gradient conjugué ou des techniques
comme Adam ou RMSprop améliorent la vitesse et la précision de la convergence.

## Exercice Corrigé Méthode du Gradient : Un Outil Pédagogique Incontournable
L?exercice corrigé est une véritable passerelle entre la théorie et la pratique. Il permet de
véri?er chaque étape, comprendre I?impact des parameétres, et visualiser la trajectoire de
convergence. En travaillant régulierement sur ce type d?exercices, on développe une
compréhension ?ne des mécanismes sous-jacents et on gagne en con?ance.

Si vous souhaitez approfondir vos connaissances, n?hésitez pas a tester des fonctions plus
complexes, a modi?er les conditions initiales, ou a implémenter la méthode en code
(Python, MATLAB, etc.). Cela vous donnera une perspective globale et opérationnelle de la
méthode du gradient.

Ainsi, en explorant un exercice corrigé méthode du gradient, vous mettez toutes les
chances de votre coté pour maitriser cette technique essentielle. Que ce soit pour vos
études ou vos projets professionnels, cette compétence ouvre de nombreuses portes dans
le monde fascinant de |?optimisation et de |?intelligence arti?cielle.

Question

Answer

Qu'est-ce que la méthode du

gradient en optimisation ?

La méthode du gradient est une technique
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d'optimisation itérative utilisée pour trouver un
minimum local d'une fonction di?érentiable en suivant
la direction opposée au gradient de la fonction.
Comment résoudre un

exercice corrigé utilisant la

méthode du gradient ?

Pour résoudre un exercice avec la méthode du
gradient, il faut d'abord calculer le gradient de la
fonction objectif, choisir un pas d'apprentissage, puis
mettre a jour les variables en soustrayant le produit du
pas par le gradient, et répéter jusqu'a convergence.
Quels sont les critéres de

convergence dans la méthode

du gradient ?

Les critéeres de convergence peuvent inclure la norme
du gradient proche de zéro, la di?érence entre deux
itérations successives inférieure a un seuil, ou un
nombre maximal d'itérations atteint.

Comment choisir le pas

d'apprentissage dans la

Vol. 2021, Issue 7
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méthode du gradient ?

Le pas d'apprentissage peut étre choisi par essais et
erreurs, ou via des méthodes comme la recherche
linéaire, pour assurer une convergence rapide et stable
sans divergence.

Quelles sont les di?érences

entre la méthode du gradient

simple et la méthode du

gradient a pas variable ?

La méthode du gradient simple utilise un pas ?xe tout
au long des itérations, tandis que la méthode a pas
variable adapte le pas d'apprentissage a chaque
itération pour améliorer la convergence.

Peut-on appliquer la méthode

du gradient a des fonctions

non convexes ?

Oui, la méthode du gradient peut étre appliquée a des
fonctions non convexes, mais elle peut converger vers
un minimum local plutét que vers un minimum global.
Quels sont les avantages d'un

exercice corrigé sur la
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méthode du gradient ?

Un exercice corrigé permet de comprendre

concrétement I'application de la méthode, d'identi?er

les erreurs fréquentes, et de maitriser les étapes clés

pour résoudre des problémes d'optimisation.

Exercice Corrigé Méthode du Gradient : Analyse et Application

Pratique

exercice corrige methode du gradient constitue un élément fondamental pour
maitriser les techniques d?optimisation numérique, particulierement dans les domaines
des mathématiques appliquées, de I?ingénierie, et de |?intelligence arti?cielle. La méthode
du gradient, étant une approche itérative, permet de résoudre e?cacement des

problemes d?optimisation, notamment ceux liés a la minimisation de fonctions
di?érentiables. Cet article propose une revue détaillée et analytique d?un exercice corrigé
illustrant cette méthode, tout en intégrant les meilleures pratiques SEO autour de ce sujet
technique.

Présentation de la Méthode du Gradient

La méthode du gradient, souvent appelée « gradient descent » en anglais, est une
technique d?optimisation utilisée pour trouver les minima locaux d?une fonction. Cette
méthode repose sur le calcul du gradient, c?est-a-dire le vecteur des dérivées patrtielles,

qui indique la direction de la pente la plus forte de la fonction. En suivant le sens inverse
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du gradient, on déplace progressivement la variable vers un point ou la fonction atteint sa
valeur minimale.
Principe de Fonctionnement

L?idée centrale est simple : a chaque itération, la variable est mise a jour selon la formule

\[ x_{k+1} = x_k - \alpha \nabla f(x_k) \]

ou :

\(x_k\) est la position actuelle,

\(\alpha\) est le pas d?apprentissage ou taux de convergence,

\(\nabla f(x_k)\) est le gradient de la fonction en \(x_Kk\).

Cette mise a jour continue jusqu?a ce que le gradient soit su?samment proche de zéro,
indiguant un point stationnaire, souvent un minimum local.

Analyse d?un Exercice Corrigé Méthode du Gradient

Un exercice corrigé méthode du gradient typique commence par la dé?nition d?une
fonction a minimiser, souvent quadratique pour faciliter les calculs manuels. Par exemple,
considérons la fonction :

\[ f(X,y) = x"2 + 2y"2 - 4x + 8y ]

L?objectif est de trouver le minimum de \(f\) en utilisant la méthode du gradient.

Etapes de Résolution

Calcul du gradient :
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\[

\nabla f(x,y) = \left(\frac{\partial fi{\partial x}, \frac{\partial f}{\partial y}\right) =

(2x - 4, 4y + 8)

\

Choix du point initial :

2.

Supposons \(x_0 = (0,0)\) pour commencer |?algorithme.

Détermination du pas \(\alpha)) :

3.

Le choix du pas est crucial. Un pas trop grand peut entrainer une divergence, tandis
gu?un pas trop petit ralentit la convergence. Ici, on peut commencer avec \(\alpha =
0.1\).

I[térations successives :

On calcule chaque nouvelle position selon la formule du gradient. Par exemple, au
premier pas :

\[

x_1=x_0 -\alpha \nabla f(x_0) = (0,0) - 0.1 \times (-4,8) = (0.4, -0.8)

\

Contrble de convergence :

Vol. 2021, Issue 7
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On répete les itérations jusqu?a ce que la norme du gradient soit inférieure a un

seuil donné, par exemple 0.01.

Résultats et Interprétation

Apres plusieurs itérations, on obtient un point proche du minimum global de la fonction.
Pour cette fonction quadratique, le minimum peut aussi étre calculé analytiquement en
résolvant \(\nabla f = 0\), ce qui donne :

\[

2x -4 =0 \implies x =2

\

\[

4y + 8 = 0 \implies y = -2

\

L?algorithme du gradient converge donc vers \((2, -2)\), validant la méthode et |?exercice
corrigé.

Avantages et Limites de la Méthode du Gradient

Points Forts

Simplicité : La méthode est conceptuellement simple et facile a implémenter.

Flexibilité : Applicable a une grande variété de fonctions di?érentiables.

2.
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E?cacité : Fonctionne bien pour les fonctions convexes ou elle garantit la
3.

convergence vers un minimum global.

Limitations

Convergence locale : Peut se bloquer dans des minima locaux pour des
fonctions

non convexes.

Sensibilité au choix du pas : Un mauvais choix peut ralentir la convergence ou
2.

provoquer une divergence.

Calcul du gradient : Nécessite que la fonction soit di?érentiable, ce qui n?est
pas

3.

toujours le cas.

Applications Pratiques et Variantes

La méthode du gradient ne se limite pas aux simples exercices corrigés. Elle est au c?ur
de nombreux algorithmes modernes d?apprentissage automatique, notamment pour
[?entrainement des réseaux de neurones via la rétropropagation. Des variantes comme le
gradient stochastique (SGD), le gradient & mini-lots, ou encore les méthodes avec

momentum améliorent la performance dans des contextes plus complexes.
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Dans un contexte pédagogique, résoudre un exercice corrigé méthode du gradient permet
de comprendre ces mécanismes fondamentaux, de développer des intuitions sur le
comportement du gradient en optimisation, et d?appréhender les dé?s liés a la
convergence.

Exemple d?Extension : Gradient Stochastique

Contrairement a la méthode classique qui utilise I7ensemble complet des données, le
gradient stochastique utilise une seule observation ou un sous-ensemble a chaque étape.
Cette approche est particulierement utile pour les trés grands ensembles de données ou
le calcul du gradient complet est colteux.

Conclusion Naturelle

L?étude approfondie d?un exercice corrigé méthode du gradient illustre non seulement la
rigueur mathématique liée a cette technique, mais aussi son importance dans la
résolution de problémes concrets d?optimisation. En combinant théorie et pratique, cet
exercice permet de saisir les subtilités du choix des parametres et des conditions de
convergence. La méthode du gradient, bien qu?ancienne, demeure un pilier
incontournable dans I?arsenal des méthodes numériques pour |?optimisation, avec un
impact direct dans des secteurs variés, allant de la recherche opérationnelle a
[?intelligence arti?cielle.

exercice corrigé méthode du gradient, méthode du gradient pas a pas, optimisation
gradient, algorithme gradient, descente de gradient exercices corrigés, calcul du gradient,

optimisation convexe, gradient et optimisation, exercices optimisation gradient, méthode
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de gradient exemple corrigé

exercices corriges sur le gradient

Exercices corrigés sur le gradient : une ressource essentielle pour maitriser la notion de dérivée
Exercices corrigés sur le gradient constituent une étape essentielle dans I'apprentissage du
calcul différentiel, notamment dans le contexte de fonctions en plusieurs variables. La
compréhension du gradient permet non seulement d'analyser la variation locale d'une fonction, mais
aussi d'optimiser des problématiques complexes comme celles rencontrées en ingénierie, économie
ou sciences physiques. Dans cet article, nous vous proposons une série d'exercices corrigés pour
approfondir votre maitrise du gradient, avec des explications détaillées afin d'assurer une
compréhension compléte.

Qu?est-ce que le gradient ?

Avant d?aborder les exercices, il est crucial de rappeler la définition du gradient.

Définition du gradient

Le gradient d?une fonction \(f : \mathbb{R}*n \to \mathbb{R}\), noté \(\nabla f\), est un vecteur
composé de ses dérivees partielles. Si\(f\) est une fonction de deux variables, par exemple \(f(x,
y)\), alors :

\[

\nabla f(x, y) = \left( \frac{\partial f{\partial x}(x, y), \frac{\partial f}{\partial y}(x, y) \right)

\

Ce vecteur indique la direction de la plus forte augmentation de la fonction en un point donné, et sa
norme donne le taux maximal de variation en ce point.

Intérét du gradient

- Direction de croissance maximale : le gradient indique dans quelle direction la fonction
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augmente le plus rapidement.
- Optimisation : il est utilisé dans des méthodes comme la descente de gradient pour minimiser
ou maximiser des fonctions.
- Analyse locale : il permet d?étudier le comportement local d?une fonction.
Exercices corrigés sur le gradient : catégories et méthodes
Les exercices sur le gradient peuvent couvrir plusieurs thématiques :
- Calcul du gradient pour des fonctions simples ou complexes.
- Etude du comportement de la fonction & partir du gradient.
- Application du gradient dans des problemes d?optimisation.
- Analyse du gradient dans des cas particuliers (points critiques, minimums, maximums).
Méthodologie pour résoudre un exercice sur le gradient
- Identifier la fonction et ses variables.
- Calculer les dérivées partielles pour chaque variable.
- Former le vecteur gradient.
- Analyser le gradient : direction, norme, points critiques.
- Interpréter le résultat en fonction du contexte.
Exercices corrigés : calcul du gradient pour des fonctions en deux variables
Exercice 1 : Calcul du gradient d'une fonction simple

Enoncé : Soit la fonction \(f(x, y) = 3x"2 + 2xy + y*2\). Calculer son gradient en un point \((x, y)\).

Solution :

- Calcul des dérivées patrtielles :
\[
\frac{\partial f{\partial x} = 6x + 2y

\
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\frac{\partial f{\partial y} = 2x + 2y

\

- Former le gradient :
\[
\nabla f(x, y) = (6x + 2y,\, 2x + 2y)
\
- Interprétation : en tout point \((x, y)\), le gradient est donné par cette expression. Par exemple,
en\((1, 2)\) :
\[
\nabla f(1, 2) = (6 \times 1 + 2 \times 2,\, 2 \times 1 + 2 \times 2) = (6 + 4,\, 2 + 4) = (10, 6)
\

Conclusion : Le gradient en un point est un vecteur qui indique la direction de croissance maximale
de \(f\) en ce point.

Exercice 2 : Etude du gradient et points critiques

Enoncé : Considérons la fonction \(f(x, y) = x*3 - 3xy"2\). Trouvez les points critiques en résolvant
\(\nabla f = 0\).

Solution :

- Calcul du gradient :
\[

\frac{\partial f{\partial x} = 3x"2 - 3y"2
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\[

\frac{\partial f{\partial y} = -6xy

\

- Equations pour points critiques :
\[
\begin{cases}
3x"2-3y"2 =0\
-6xy =0
\end{cases}

\

- Résolution :

- De la deuxieme équation : \(-6xy=0 \Rightarrow xy=0\)

- Cas 1:\(x=0\)

Vol. 2021, Issue 7

- La premiere équation devient : \(3 \times 072 - 3 y*2=0 \Rightarrow -3 y*2=0 \Rightarrow y=0\)

- Point critique : \((0,0)\)

- Cas 2 : \(y=0))
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- La premiere équation : \(3x"2 - 0=0 \Rightarrow x=0\)

- Point critique : \((0,0)\)

- Autres solutions : aucun, car \(x y=0\) implique que I?un des deux est nul.
Conclusion : Le seul point critique est \((0,0)\).
Exercices avancés : gradient et optimisation
Exercice 3 : Optimisation a |?aide du gradient

Enoncé : La fonction \(f(x, y) = x"2 + y*2 - 4x - 6y + 13\) représente une surface. Trouvez le point de
minimum global en utilisant le gradient.

Solution :

- Calcul du gradient :
\[
\nabla f(x, y) = (2x - 4,\, 2y - 6)

\

- Points critiques : résoudre \(\nabla f=0\):
\[
\begin{cases}
2x - 4=0 \Rightarrow x=2 \\
2y - 6=0 \Rightarrow y=3

\end{cases}
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- Vérification du minimum :

- La Hessienne de \(f\) est la matrice
\[
H = \begin{bmatrix}
2&0\
0&2
\end{bmatrix}

\

- La matrice est définie positive, donc le point \((2, 3)\) est un minimum global.

- Valeur du minimum :
\[
f(2,3)= (2)"2 + (3)"2 -4 \times 2 - 6 \times 3+ 13=4+9-8-18+13=0
\
Conclusion : Le minimum global de \(f\) est atteint en \((2,3)\), avec une valeur de 0.
Cas patrticuliers : interprétation du gradient
Exercice 4 : Direction du gradient

Enoncé : Considérons la fonction \(f(x, y) = e*x} \sin y\). En un point \((x_0, y_0)\), dans quelle
direction se dirige la croissance maximale de \(f\) ?
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Solution :

- Le gradient est :
\[
\nabla f(x, y) = (e™x} \sin y,\, eMx} \cos y)

\

- La direction de croissance maximale est donnée par ce vecteur. En particulier, il indique que :

- La croissance maximale en un point \((x_0, y_0)\) est dans la direction du vecteur \(\nabla f(x_0,
y_O)\).

- La norme du gradient donne I?intensité de cette croissance.

Interprétation : Si vous souhaitez augmenter rapidement la valeur de \(f\), vous devez vous déplacer
dans la direction du vecteur \(\nabla f\).

Résume : clés pour maitriser les exercices sur le gradient

- Toujours commencer par calculer les dérivées partielles.

- Vérifier si le gradient est nul pour identifier les points critiques.

- Utiliser la matrice Hessienne pour analyser la nature des points critiques.

- Interpréter la direction du gradient pour comprendre la croissance ou la décroissance locale.
- Appliquer ces concepts dans des problemes d?optimisation ou d?analyse de surfaces.

Conclusion

Les exercices corrigés sur le gradient sont une ressource indispensable pour tous ceux qui
souhaitent approfondir leur compréhension du calcul multivariable. En pratiquant ces types
d?exercices, vous serez en mesure d?identifier rapidement la direction de croissance d?une
fonction, de déterminer ses points critiques, et d?appliquer ces connaissances dans des contextes
variés tels que I?optimisation ou la modélisation. N?oubliez pas que la clé du succes réside dans la
maitrise des dérivées partielles, la capacité a analyser le gradient, et la compréhension de leurs
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implications géométriques. Continuez a pratiquer régulierement pour renforcer

Exercices corrigés sur le gradient : une étude approfondie pour maitriser le concept

Le concept de gradient occupe une place centrale dans de nombreux domaines mathématiques et
scientifiques, notamment en calcul différentiel, en optimisation, en apprentissage automatique et en
physique. La maitrise des exercices corrigés sur le gradient est essentielle pour comprendre ses
applications concretes et ses implications théoriques. Cet article propose une analyse détaillée,

structurée autour de la résolution de plusieurs exercices, afin d?éclaircir les subtilités et de renforcer
la compréhension de ce concept fondamental.

Introduction au gradient : définitions et contexte

Avant d?aborder des exercices corrigés, il est primordial de rappeler la définition formelle du
gradient et ses principales propriétés.

Définition du gradient

Pour une fonction \(f : \mathbb{R}"n \to \mathbb{R}\) de classe \(C*1)\) (i.e., continue et dérivable), le
gradient de \(f\) en un point \(x = (x_1, x_2, ..., x_n)\) est le vecteur

\[

\nabla f(x) = \left( \frac{\partial fi{\partial x_1}(x), \frac{\partial f{\partial x_2}(x), ..., \frac{\partial
fH{\partial x_n}(x) \right).

\

Ce vecteur indique la direction de la plus forte augmentation de la fonction en ce point, avec une
norme correspondant a la vitesse d?accroissement dans cette direction.

Propriétés clés du gradient

- Direction : Le gradient pointe dans la direction du taux maximal d?augmentation de la fonction.

- Norme : La norme de \(\nabla f(x)\) donne la vitesse de changement maximal.

- Relation avec la différentiabilité : La différentiabilité de \(f\) en un point garantit I?existence du
gradient en ce point.

Exercices corrigés : approche méthodologique
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L?étude de plusieurs exercices permet de solidifier la compréhension du gradient. Chaque exercice
est abordé avec une démarche structurée : énonceé, résolution étape par étape, explication des
choix, puis conclusion. Ci-dessous, une sélection représentative d?exercices classiques.
Exercice 1: Calcul du gradient d?une fonction simple

Enoncé :

Soit la fonction \(f(x, y) = 3x"2 + 2xy + y*2\). Calculer \(\nabla f(x, y)\).

Correction :

- Calcul des dérivées patrtielles :

- \(\frac{\partial f{\partial x} = 6x + 2y\),
- \(\frac{\partial f{\partial y} = 2x + 2y\).
- Expression du gradient :
\[
\nabla f(x, y) = (6x + 2y, 2x + 2y).
\
Conclusion :
Le gradient de la fonction est \(\boxed{\nabla f(x, y) = (6x + 2y, 2x + 2y)}\).
Exercice 2 : Analyse de la direction du gradient
Enoncé :

Pour la fonction \(f(x, y)\) du premier exercice, déterminer en un point \((1, 2)\) la direction du
vecteur gradient, puis sa norme.

Correction :
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- Calcul du gradient en \((1, 2)\) :
\[
\nabla f(1, 2) = (6 \times 1 + 2 \times 2, 2 \times 1 + 2 \times 2) = (6 + 4, 2 + 4) = (10, 6).

\

- Direction du gradient :

Le vecteur \(\nabla f(1, 2) = (10, 6)\) indique la direction de la croissance maximale. La direction
unitaire est donnée par :

\[

u = \frac{\nabla f(1, 2)}{\|\nabla (1, 2)\|} = \left( \frac{10}{\sqrt{10"2 + 672}}, \frac{6}{\sqrt{10"2 + 6"2}}
\right).

\

Calcul de la norme :

\[

\[\nabla f(1, 2)\| = \sqrt{100 + 36} = \sqrt{136} \approx 11.66.

\

Direction unitaire :

\[

u \approx \left( \frac{10}{11.66}, \frac{6}{11.66} \right) \approx (0.858, 0.514).
\

Conclusion :

En \((1, 2)\), la direction de la croissance maximale de \(f\) est donnée par le vecteur unitaire
\(\approx (0.858, 0.514)\).
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Etude approfondie des exercices complexes

Apres avoir maitrisé les exercices de base, il est crucial d?aborder des problématiques plus
sophistiquées, souvent rencontrées dans la pratique.

Exercice 3 : Optimisation locale a |?aide du gradient
Enoncé :

Considérons la fonction \(f : \mathbb{R}"2 \to \mathbb{R}\), définie par \(f(x, y) = x"3 - 3xy"2\).
Trouvez les points critiques et déterminez leur nature (minimum, maximum, saddle point).

Correction :

- Calcul des dérivées patrtielles :
\[
\frac{\partial f{\partial x} = 3x"2 - 3y"2,
\
\[
\frac{\partial f{\partial y} = -6xy.

\

- Points critiques :
lls vérifient le systeme :
\[

\begin{cases}
3x"2-3y"2 =0\

-6xy =0
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\end{cases}
\

Ce qui donne :

-\(x =0\) ou \(y = 0\).

- Si\(x=0\), alors \(3 \times 072 - 3 y*2 = 0 \Rightarrow y=0\).
- Si \(y=0\), alors \(-6 x \times 0=0\), toujours vrai, et la premiére équation devient \(3x"2=0
\Rightarrow x=0\).

Points critiques :

-\((0,0)\), seul point critique.

- Analyse de la nature du point critique :
Calcul des dérivées secondes :
\[
f {xx} =6x, \quad f_{yy} =-6x, \quad f_{xy} =f {yx} = -6y.
\
Au point \((0,0)) :
\[
f_{xx}(0,0) = 0, \quad f_{yy}(0,0) = 0, \quad f_{xy}(0,0) = 0.
\
Le discriminant de la matrice hessienne :

\[
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D=f {xx}\timesf {yy}- (f {xyh)"2 =0 \times 0-0"2=0.
\

Le test du discriminant est indéterminé, il faut donc recourir & une étude plus fine ou a la forme de la
fonction.

Remarque : La fonction \(f\) est une forme de type \(r*3 \sin 3\theta\) en coordonnées polaires, ce
qui indique que \((0,0)\) est un point de saddle.

Conclusion :
Le seul point critique en \((0,0)\) est un point saddle.
Applications concretes du gradient et exercices avances

Le gradient ne se limite pas a des exercices académiques : il intervient dans la résolution de
problemes concrets.

Optimisation en apprentissage automatique

Dans la formation de modéles, la descente de gradient est une méthode fondamentale pour
minimiser une fonction de codt. La compréhension précise du gradient, notamment en haute
dimension, est une étape cruciale.

Exemple d?exercice avancé :

- Déterminer la direction de descente pour une fonction spécifique, puis implémenter un
algorithme de gradient pour optimiser cette fonction.

Conclusion : synthese et recommandations

Les exercices corrigés sur le gradient constituent une étape indispensable pour acquérir une
maitrise solide du concept. En passant par des exercices simples de calcul explicite a des
problématiques d?optimisation et d?analyse locale, on construit une compréhension progressive et
approfondie.

Recommandations pour |?étude :
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- Commencer par maitriser la définition et le calcul du gradient dans des cas simples.
- Analyser la direction et la norme du gradient en différents points.

- Etudier la nature des points critiques via la matrice hessienne.

- Appliquer ces concepts a des problemes concrets pour

QuestionAnswer Qu'est-ce qu'un exercice corrigé sur le gradient en physique ou en
mathématiques? Un exercice corrigé sur le gradient est un probléme résolu qui porte sur la
compréhension et I'application du concept de gradient, que ce soit dans le contexte d'une fonction
multivariable en mathématiques ou d'un champ de vecteurs en physique, permettant d'apprendre a
calculer, interpréter et utiliser le gradient. Comment calcule-t-on le gradient d'une fonction a deux
variables? Le gradient d'une fonction f(X, y) est un vecteur dont les composantes sont les dérivées
partielles de f par rapport & chaque variable : grad f = (?f/?x, ?f/?y). Il indique la direction de la pente
la plus forte de la fonction. Quel est l'intérét pédagogique des exercices corrigés sur le gradient? lls
permettent aux étudiants de maitriser le calcul du gradient, de l'interpréter géométriquement, et de
comprendre ses applications dans des domaines comme ['optimisation, la physique des champs ou
la topographie, tout en renforcant leur compréhension a travers des exemples concrets. Comment
résoudre un exercice sur le gradient d'une fonction donnée? Il faut d'abord calculer les dérivées
partielles de la fonction par rapport a chaque variable, puis assembler ces dérivées pour former le
vecteur gradient. Ensuite, on peut analyser sa direction, son module ou utiliser le gradient pour
trouver des points critiques ou optimiser la fonction. Quelles sont les erreurs courantes a éviter lors
de la résolution d'exercices sur le gradient? Les erreurs fréquentes incluent I'omission de calculer
toutes les dérivées partielles, la confusion entre le gradient et d'autres vecteurs comme le vecteur
de degré de variation, ou l'oubli d'appliquer correctement la regle de la chaine dans le cas de
fonctions composées. Comment interpréter graphiqguement le gradient d'une fonction en 2D? Le
gradient en un point est représenté par un vecteur pointant dans la direction de la pente la plus
forte, avec une longueur proportionnelle a la rapidité de cette variation. Sur un graphique, il indique
la direction dans laquelle la fonction augmente le plus rapidement a partir de ce point. Quels sont
les liens entre le gradient et la recherche du maximum ou minimum local d'une fonction? Le gradient
est nul en tout point critique, qui peut correspondre a un maximum, un minimum ou un point selle.
La connaissance du gradient permet d'appliquer des méthodes d'optimisation, comme la descente
de gradient, pour trouver ces extrema locaux.
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